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2017 - 2018

CORRIGE DU DEVOIR MAISON BONUS 7n°1

Exercice 1.

(1) (a) Les 3-codes sont :
({1.2,3}), ({13,{2,3}), ({2},{1,3}), ({3},{1,2}), ({1,2},{3}), ({1.3},{2}), ({2:3}.{1}),
({11(25,{30), ({1131,(21), ({23,{13,3}), ({23, {3}.{1}), ({31,{1},{2}), ({3},{2},{1}).

On compte 13 3-codes. On a donc

(b) Si toutes les parties sont des singletons, alors le nombre de n-codes est le nombre
de permutations de I'ensemble {{1},{2},...,{n}}. Cet ensemble ayant n éléments,
on peut conclure que :

’il y a n! n-codes ou les boutons sont poussés successivement.

. . n . N .
(c) Il y a n boutons et on les pousse par paire, il y a donc 5 paires a former successi-
vement.
n
Pour la premiere paire il y a (2) facons de la choisir.

Pour la deuxieme paire il y a ( ) fagons de la choisir.

De méme, avec i € Hl,gﬂ , lorsque 'on forme la i-eme paire on a déja choisi 2(i —1)
n-2(i-1)

2
Le nombre de n codes composés uniquement de paires est donc

boutons donc il y a ( ) facons de choisir la i-eme paire.

”r/f(n-z(i-n) _ﬁ (n=20i-1)! 1 ®(m-2i-1))! 1 (n-2(1-1))! 1 nl nl
i1 S (=202 2020 (n-2i) 202 (p-22) 2200 202
|
Le nombre de n-codes ou les boutons sont poussés par paire est %

(d) Soit un n-code composé de 2 parties P et P,. Choisir un tel n-code revient & choisir
Py, en effet une fois P; choisi on a P, = E,,\ P;. De plus, le cardinal de P; est compris
entre 1 (d’apres I'énoncé) et n—1 (pour que P, soit non vide). Le nombre de n-codes
composés de deux parties est donc le nombre de parties de E,, auquel on soustrait
la partie a 0 élément et celle a n éléments. On a alors :

‘le nombre de n codes composés de 2 parties est 2" — 2. ‘

Remarque : ce raisonnement fonctionne aussi pour n = 1, il n’y a pas besoin de faire
une disjonction de cas.

(2) (a) Une fois les k éléments de P fixés, il reste a former un (n - k)-code avec les (n—-k)
nombres restant de F,,.

Le nombre de n-codes commencant par P; est ¢, _x. ‘
1
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(b) Il y a, pour tout k € [1,n - 1], (Z) facons de choisir £ éléments pour P;. Une fois
ces k éléments on a vu qu’il y a ¢,,_; n-codes commengant par ce P;.

Ainsi, pour tout k € [1,n—1],ily a (n

k)cn_k n-codes dont la premiere partie comporte

k éléments.
De plus, il y a 1 n-code dont la premieére partie comporte n éléments : (E,).
Finalement, on a obtenu :

n—-1 n-1
=14y (n)cn_k =1+ ( " )cp changement d’indice p=n -k
i \k p=1 NV 7P

n—ln n n—ln
e, =1+ ()c:()c+ ()c
p; p)? o)™ pZ; p)”

On a ainsi obtenu que 1
n
=% (")en

p=0 p

(c) Grace a la formule de la question précédente on a :

2 2
622(0)00+(1)6121X1+2X1:3

(o (e (oo

On a bien retrouvé que :

(c2=3 et c3=13.

On a également

(e (e Qomtereaerssssesenr

c5=(g)co+(i)cl+(;)02+(g)03+(i)c4:1><1+5><1+1O><3+1Ox13+5><75=541.

On a obtenu que :

lcs=T5 et 5 =541

Exercice 2.
(1) Il y a deux fagons de résoudre cette question.
(a) (En admettant le résultat concernant la somme des k3). Soit n € N,
n n n 2 1)2 1
SRR - 1) =23 k- Y p= DT n(n )
k=1 k=1 k=1 4 2

2 _
_ n(n2+ 1) (n(n+1)-1) = n(n + 1)(721 +n-1)
On a donc bien obtenu que :

n(n+1)(n2+n—1).
2

VneN', Y k(2K -1) =
k=1
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(b) Montrons pas récurrence sur n que :

n(n+1)(n2+n-1)
2

I(1+1)(1+1-1)
2

VneN*, Y k(2k*-1) =
k=1

Tout d’abord, on a 1(2x12-1) =1 et

pour n = 1.
Soit n € N*, supposons que :

S h(2k2 - 1) =

=1 donc 'égalité est vraie

n(n+1)(n2+n-1)

2 7

alors
n+1 n 2 _
S k(2K 1) = Y k(2K - 1) + (n+ 1)(2(n+ 1)* 1) = nin+ 1)(7; ) e 1) @202 + A0+ 1)
k=1 k=1

1 1
= n; (n(n?+n-1)+2(2n* +4n+1)) = %(n3+5n2+7n+2)
De plus,

(n+2)((n+1)*+n+1-1)=(n+2)(n*+3n+1) =n®+5n® + Tn +2,
Pour résumer, on a obtenu que :

n+l ) B (n+1)((n+1)+1)((n+1)2+(n+1)-1)
;k(?k -1)= 9 ’

L’égalité reste vraie au rang n + 1.

On peut ainsi affirmer, d’apres le principe de récurrence, que :

n(n+1)(n?+n- 1)‘
2

VneN*, Y k(2k*-1) =
k=1

(2) Montrons par récurrence sur n que :

VneN", V(z1,29,...,2,) €R", []e™ = exp(z xk)
k=1

k=1
Tout d’abord,
1 1
Vo eR, J]e™ =€ =exp (Z xk) ,
k=1 k=1
donc l'égalité est vraie pour n = 1.
Soit n € N*, supposons que :

V(z1,29,...,x,) € R, Hexk = exp (Z xk) )
k=1

k=1
Soit (1,72, ..,Tn1) € R™1 on a alors
n+1 n n n n+1
H ¥k = (H e""”“) e’ = exp (Z mk) e’ = exp (Z Ty + a:n+1) = exp(z ZL‘k) .
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Ainsi I’égalité reste vraie au rang n + 1.
On a obtenu, d’apres le principe de récurrence, que :

VneN", V(z1,29,...,2,) €R", []e™ = exp(z xk)
k=1

k=1
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Exercice 3.

(1) Pour tout n e N, n > 3,

n-1 n-1 n-1 n-1 1 k n-1 5 k
Z(42*k + 5k6nfk+1) — Z 427k + Z 5k6n7k:+1 — 42 Z (_) + 6n+1 Z (_)
k=2 =2 4 k=2 6

k=2 k k=2
n—-1-2+1 n—-1-2+1
:42l1_(711) +6n+1(§)21_(%)
1
42 1-1 6 1-2
4 1 5\° 5\"?
50229 (o)
3( 4n—2)+ 6 ( 6
4 1 o 5\"2
() e (- (3)7)
4 ]‘ n n—
:5(1—4n_2)+25(6 -6°5""?)
=§(1—4:_2)+25x6”—62x5"

On a obtenu que :

n—-1 4 1
VneN, n>3, Y (4% +5k6n 1) = 3 (1 - W) +25 % 6" — 36 x 5"
k=2

(2) Pour tout ne N, n > 2,

n+l n n ) n
Z 23’“2( ) = Z 23”5( ) changement d’indice i = k -1
k=3 k-1 = L

Pour conclure,

n+1
VneN, n>2, 223’“2( " ):32(9”—8n—1)
k=3 k-1

Exercice 4.

b
(1) On remarque que ¢ —a = Ta’ or b>a donc ¢c—-a > 0. De méme, c-b =

c—b<0. Ainsi, on a bien a < c<b.
Montrons que c est rationnel. a et b sont rationnels donc

Az,y) €72, Apyg) e (N, a==, b="2.
b q

On a alors

LY zatyp
o= ¢ __pe__TgrYp

2 2 2pq
Or (zq+yp) € Z et 2pq € N*, donc ¢ € Q. On a bien montré que

I8

‘c est un rationnel vérifiant a < ¢ <b. ‘




CORRIGE DU DM BONUS ne 1 5

(2) Montrons par I'absurde qu'’il n’existe pas de plus petit rationnel strictement supérieur a
1. Supposons donc qu’il existe un plus petit rationnel strictement supérieur a 1, notons
le a.

Soit 3 =
un rationnel a la fois strictement supérieur a 1 et strictement inférieur a «, ce qui est

absurde par définition de «.
On peut bien affirmer que :

1+«

. D’apres la question (1), on a alors € Q et 1 < 8 < a. Ainsi, 5 est

il n’existe pas de plus petit rationnel strictement supérieur a 1.

Exercice 5.
Montrons par récurrence sur n que :

noook  22(nl)?

Vn e N, = :
" ,ﬂ 2%+1  (2n+1)!
L2k 2 2 22(1H% 4 2
Tout d’abord, H =——=—¢t (1) = — = — donc 'égalité est vérifiée pour n = 1.
pi2k+1 2+1 3 3! 6 3
no 2k 22n(nl)?
Soit n € N*, supposons que H = (n!) on a alors :

i12k+1 (2n+ 1)

il 2k (n 2k ) 2(n+1)  22(n!)?22(n+1)  22(n!)? 2(n+1)2n+2

,1:[12k+1: ,Qkal 20n+1)+1 (2n+1)! 2n+3  (2n+1)! 2n+3 2n+2

_22(n)222(n+1)2 220D ((n + 1)!1)2

- (2n +3)! @2+ 1)+1)!
et 'égalité reste vraie au rang n+ 1. On a finalement obtenu, d’apres le principe de récurrence,
que :

n 2n 12
VneN, ] 2k _ 22n(nl) |
w1 2k+1 (2n+1)!

Variante :
Soit n € N*, on remarque que :

12[ 2k T2k 2Tk 2l
iAok +1 T, (2k+1) TI,(2k+1) I, (2k+1)

Ecrivons plus simplement le dénominateur. On voit qu’il est composé uniquement des termes
impairs de 1 a 2n + 1, on peut faire apparaitre les termes pairs ainsi :

n ! !
H(2k+1):3><5><7><...><(2n+1):2X3X4X5X”'X(2n)x(2n+l)= (27}1+1).= (2n+1)!
ey 2x4x6x...x(2n) [Thoi 2K 2nn|

On obtient finalement, puisque (2"n!)(2"n!) = 227(n!)?,
no 2k 227(nl)?

Vn e N* - .
ne ’,g%u 2n+1)!
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Exercice 6.
(1) (a) Montrons directement que (A\B)\C' = A\(BUC) en utilisant la définition. Pre-
mierement :
(AB\C = (A\B)T = (ANB)NT - ANBNT.
D’un autre coté :
A(BUC) - ANBUC) - ANEAT) - ANBNT.

On a donc bien

(A\B)\C = A\(BUO).
(b) Montrons cette égalité par double inclusion.
e Soit z € (A\B)\C. z € (A\B)\C = (A\B)(]C donc z€ A\B=ANDB et z ¢ A.

De plus, = € (A\B)ﬂC donc z € C et € ANB donc x € B. Ainsi, z € BNC

autrement dit € BUC.
Finalement, on a obtenu que x €¢ AN(BUC) = A\(BUC). On a donc

(A\B)\C c A\(BlJO).

e Soit y € A\(BUC).ye AN(BUC) = AN(BNC) donc y € A et y € B autrement
dit y € ANB = A\B. De plus y € C donc y € (A\B)NC = (A\B)\C. Ainsi, on a

obtenu que
A\(BJC) c (A\B)\C.
Par double implication on peut affirmer que

(AB)\C = A\(BUO).
(2) (a) Passons par la définition pour démontrer I'égalité souhaitée.
Ona (A\B)NC=ANBNC et
(ANONBNC) = (AN)NBNC) = (ANC)NBUC)
=(ANcNBUANCNO) =(ANBNHUMAN2)
=(ANBNC)Jo=ANBNC
On a donc bien obtenu que :

(A\B)C = (ANONBNO).

(b) Raisonnons par double inclusion.
o Soit z € (A\B)NC. v e A\B = ANB donc z € A, de plus z € ¢ donc z € ANC.
Ensuite, = € ANB donc x € B et ainsi z €« BUC = BNC. On a ainsi obtenu

que :
(A\B)(C = (ANNBNO).
e Soit y e (ANCH\(BNC). ye ANC donc ye Aet yeC.
De plus ye BNC =BUC, or ye C donc y ¢ C, ainsi y € B.
Ensuite, y € A et y € B donc y € A\B; et y € C donc y € (A\B)NC. On peut
affirmer que :

(ANONBNC) e (AB)C.

Finalement on a, par double inclusion,

(AB)(C = (AN OB O).




